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Introduzione
La Matematica e la Biologia, o le Scienze in generale, sono discipline ap-
parentemente tanto differenti il cui rapporto pero` e` sempre stato stretto
sin dall’Antichita`. Vengono in mente subito nomi illustri come Pitagora,
Fibonacci, Cauchy, Einstein, Pascal, giusto per citarne alcuni.
A partire da determinati fenomeni biologici, sono stati usati metodi mate-
matici per spiegare e meglio comprendere problemi di genetica.
La Matematica e` risultata, cos`ı, un potente e utile strumento per prevedere il
comportamento di determinati fenomeni, spiegando perche` gli oggetti han-
no determinate forme e fornendo un linguaggio adatto per la descrizione
degli stessi. Inoltre e` utile per quantificare e razionalizzare nozioni e ipotesi
formulate sulla base di osservazioni sperimentali.
E’ proprio attraverso la costruzione di modelli che la Matematica ha assunto
sempre piu` le caratteristiche di un potente strumento investigativo. Si puo`
affermare, senza ombra di dubbio, che il lavoro tra esperti in discipline dif-
ferenti e` un vantaggio sia per il matematico, che in questo modo apprende
nuove conoscenze in campi che vanno oltre la propria materia, trovando cos`ı
diversi ed affascinanti stimoli per le proprie ricerche e suggerendo spiegazioni
di fenomeni biologici, sia per l’applicativo che puo` capire che la Matematica
e` un interessante strumento di indagine.
v
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Nasce cos`ı questa tesi, senza grandi pretese ma con lo scopo di aggiungere
un piccolo e breve capitolo a questo rapporto tanto antico. Lo scopo del
presente lavoro e` descrivere quanto piu` e` possibile un modello dinamico
che e` stato recentemente proposto per spiegare alcune caratteristiche delle
sequenze di DNA ed in particolare di mettere in luce il significato della
‘Seconda regola di Chargaff’, attraverso un excursus storico del DNA.
Si sa poco del meccanismo per cui questa regola e` valida ma e` abbastanza
interessante da attirare l’attenzione di biologi e matematici.
Questa tesi si articola in 4 capitoli.
Nel primo viene introdotto un quadro storico sulla scoperta del DNA, at-
traverso gli scienziati che hanno contribuito alla sua scoperta, dagli inizi
fino al 1953, anno in cui Watson e Crick presentarono al mondo scientifico
il loro modello a doppia elica. Viene poi descritta nello specifico la doppia
elica, insieme al suo funzionamento e alle fasi di duplicazione, trascrizione
e traduzione.
Nel secondo capitolo vengono introdotte la ‘Prima regola di Chargaff’ e
la ‘Seconda regola di Chargaff’, soffermando l’attenzione su quest’ulti-
ma, argomento principale della tesi. In particolare, viene messo in evidenza
come funziona la regola attraverso l’analisi delle inversioni/trasposizioni di
un segmento di genoma.
Nel terzo capitolo viene descritto un modello matematico basato sulla suc-
cessione di Fibonacci che permette di prevedere o spiegare le frequenze dei
nucleotidi nell’uomo con accuratezza.
Infine, nel quarto capitolo viene spiegato un modello dinamico che agisce
sulle sequenze di DNA restringendo il campo delle 4 basi A,C,G, T alle
sequenze di 0, 1 e viene mostrato qualche risultato al variare delle lunghezze
delle trasposizioni.
Capitolo 1
Storia del DNA
Anche se si comincio` a parlare di DNA negli anni 1940/′50, in realta` il
primo ad interessarsene fu nel 1870 il chimico svizzero Friedrich Miescher
dell’Universita` di Tubinga in Germania che isolo`, dai globuli bianchi del
sangue, una sostanza acida ricca di fosforo da lui chiamata nucleina, perche`
contenuta nel nucleo delle cellule, e composta da proteina. Egli comincio`
a studiarne le proprieta` chimiche portando quindi alla scoperta degli acidi
nucleici e, quindi, del DNA.
Figura 1: Friedrich Miescher (1844-1895)
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Nel 1919 il biochimico Phoebus Levene individuo` la struttura del nucleotide
formata da base azotata, zucchero e fosfato. Egli affermava che il DNA fosse
formato da un filamento di nucleotidi legati tra loro attraverso i fosfati ed
era convinto che tale filamento fosse corto e che le basi fossero disposte in
modo tale da seguire un ordine preciso.
Nel 1928 il medico e microbiologo inglese Frederick Griffith studio` la possi-
bilita` di fare un vaccino per prevenire la polmonite utilizzando, per i suoi
studi, due ceppi del batterio Streptococcus pneumoniae: il ceppo R ed il
ceppo S. Il ceppo R, che e` privo di una sacca polisaccaridica, non causa pol-
monite nei topi in cui viene iniettato perche` questi si difendono con il sistema
immunitario. Al contrario, il ceppo S, che ha una capsula polisaccaridica
che lo protegge dalle difese immunitarie dell’animale, causa polmonite con
successiva morte dei topi in cui viene iniettato. Quando il ceppo S viene
inattivato alzando la temperatura e poi iniettato nei topi, perde l’effetto pa-
tologico. Tuttavia, quando il ceppo S inattivato viene mescolato col ceppo
R e i due sono iniettati insieme nei topi, questi contraggono la polmonite
e muoiono. Isolando i batteri dal sangue dei topi morti, Griffith scopr`ı che
il ceppo R, di solito non patogeno, acquisiva la capsula polisaccaridica e
manteneva questa caratteristica per molte generazioni. Egli ipotizzo` che
qualcosa del ceppo S inattivato penetrasse nel ceppo R convertendolo in un
S virulento. Griffith chiamo` questo qualcosa ‘principio trasformante’.
Nel 1937 William Astbury presento` i primi risultati di alcuni studi di dif-
frazione ai raggi X, i quali dimostrarono che il DNA aveva una struttura
estremamente regolare.
L’anno dopo Rudolf Signor, Torbjorn Caspersson e Einer Hammarsten sco-
prirono che il DNA poteva avere una dimensione compresa tra 500000 e
1000000 Dalton e che quindi era formato da lunghe sequenze di basi nucleo-
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tidiche, e non da tetranucleotidi come aveva immaginato Levene.
Nel 1944 Oswald Avery, Colin MacLeod e Maclyn McCarty ripresero l’es-
perimento di Griffith e dimostrarono che le cellule morte del ceppo patogeno
liberavano frammenti di acido nucleico poi incorporati dai batteri non cap-
sulati nel proprio materiale ereditario. Una semplificazione sperimentale che
Avery e collaboratori introdussero rispetto all’esperimento di Griffith fu che,
invece di iniettare i vari ceppi di Pneumococco nei topi per verificare la loro
patogenicita`, questi venivano identificati come S o R osservando la superficie
(ruvida o liscia) delle colonie di batteri su piastra di agar. Avery ed i suoi
collaboratori fecero degli estratti dai batteri patogeni che distribuirono in di-
verse provette per dimostrare la natura del principio trasformante. Ciascuna
provetta conteneva dei reagenti specifici per le proteine, l’RNA e il DNA.
Scoprirono, quindi, che il principio trasformante di cui parlava Griffith era
il DNA e suggerirono l’idea che in questa molecola risiedesse l’informazione
genetica. I loro risultati, pero`, non potevano essere considerati definitivi e
furono accolti con scetticismo nella comunita` scientifica.
A quel tempo, infatti, era radicata la convinzione che fossero le proteine,
chimicamente complesse ed eterogenee, e non il DNA, piu` uniforme da un
punto di vista chimico, a fungere da depositarie delle informazioni ereditarie.
La prova definitiva fu fornita nel 1952 da un famoso esperimento condotto
dai biologi statunitensi Hersey e Chase. In tale esperimento, detto scher-
zosamente l’esperimento del frullatore, l’acido nucleico di un virus si
mostro` in grado, da solo, di fornire tutte le informazioni per le sintesi, sia di
acido nucleico sia di proteine. Ma, a differenza degli esperimenti di Avery,
quello del frullatore trovo` un ambiente scientifico pronto ad accogliere l’idea
del DNA come materiale genetico.
Nel 1949 Crick, entrato a lavorare nel Cavendish Laboratory, a Cambridge,
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tento` di immaginare come gli eventi che avvengono all’interno degli orga-
nismi viventi potessero essere descritti e spiegati in termini fisici e chimici.
Ipotizzo` infatti che la soluzione al mistero della riproduzione e dell’eredita-
rieta` fosse da cercarsi in una struttura complessa, ordinata ma non troppo,
capace di immagazzinare informazioni genetiche.
Sempre nello stesso anno il biochimico austriaco Erwin Chargaff si accorse
che preparazioni di DNA di origine diversa potevano avere un differente
contenuto delle quattro basi A, C, G e T (espresse come contenuto per-
centuale). Attraverso numerosi studi di analisi quantitativa concluse che,
mentre organismi di diverse specie potevano avere DNA con composizione
in basi differente, il DNA preparato da diversi tessuti o organi della stessa
specie avevano sempre la stessa composizione in basi. Nel corso di questi
studi Chargaff osservo` che, qualunque fosse la fonte del DNA e nonostante
la diversa composizione in basi, era sempre rispettata una regola: la per-
centuale di A e` sempre uguale alla percentuale di T, e la percentuale di C e`
sempre uguale alla percentuale di G. Questa regola e` nota come regola di
Chargaff e non e` valida nel caso dell’RNA.
Roger e Colette Vendrely, insieme ad Andre` Boivin scoprirono che le cel-
lule deputate alla riproduzione contenevano un quantitativo di DNA pari
alla meta` di quello contenuto nelle altre cellule del corpo. Questa scoperta
avvaloro` ancora di piu` la teoria che il DNA fosse la sede dell’informazione
genetica: due cellule con meta` DNA unendosi ricostituivano un patrimonio
genetico intero, di derivazione in parte materna ed in parte paterna. Dopo
l’identificazione del DNA come materiale genetico, vari laboratori comin-
ciarono ad interessarsi alla sua struttura tridimensionale.
Tra questi gruppi primeggiavano, agli inizi degli anni Cinquanta, due labo-
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Figura 2: Erwin Chargaff (1905-2002)
ratori: quello di Linus Pauling, in California, e quello di Maurice Wilkins e
Rosalind Franklin a Londra. La tecnica utilizzata per studiare la struttura
del DNA fu la diffrazione dei raggi X.
Nel 1951, infatti, Rosalind Franklin utilizzo` i raggi X per fotografare i co-
stituenti di tutti i materiali viventi e non viventi. Il dispositivo consisteva
in una microcamera capace di produrre fotografie ad alta definizione dei
singoli filamenti di DNA. Nel corso degli anni Franklin sviluppo` immagini
sempre piu` nitide del DNA dalle quali riusc`ı ad ottenere la sua prima im-
portante scoperta in questo campo: esistevano due forme di DNA che defin`ı
paracristallina A e paracristallina B.
Nel 1952 Pauling propose una struttura che si rivelo` sbagliata. Tale strut-
tura prevedeva tre eliche intrecciate tra loro con lo scheletro zuccherofosfato
all’interno e le basi sporgenti verso l’esterno. E’ a questo punto che inter-
vennero Watson e Crick i quali, stabilendo una collaborazione, capirono che
scoprire la struttura del DNA era la vera sfida di quegli anni e ad essa si
dedicarono. I dati sperimentali che utilizzarono erano, oltre a quelli prodot-
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Figura 3: Maurice Wilkins e Rosalind Franklin
ti da loro su una fibra di DNA diversa da quella analizzata dalla Franklin,
quelli che gli altri gruppi pubblicavano o presentavano durante i convegni
o seminari scientifici. Quando Crick vide la foto di diffrazione prodotta
dalla Franklin, cap`ı subito che si trattava di un’elica e provo` a calcolarne i
parametri. Inoltre, Watson e Crick tentarono di costruire dei modelli con
le basi ritagliate in cartone, fili di ferro ed altro e di confrontarli con i dati
sperimentali di diffrazione dei raggi X, procedendo in una serie di prova-
errore. Cos`ı raccontava Watson 1: ’Il mio scopo era di sistemare in qualche
modo le basi, collocate al centro, in un modo tale che l’andamento verso
l’esterno fosse completamente regolare, e cioe` di dare ai gruppi zucchero-
fosfato di ogni nucleotide identiche configurazioni tridimensionali. Ma ogni
volta che provavo a venir fuori con una soluzione, incorrevo nell’ostacolo che
ognuna delle quattro basi aveva una forma piuttosto diversa. C’era anche il
fastidioso problema di come le catene legate potessero essere tenute insieme
da legami a idrogeno fra le basi. Malgrado Francis e io stesso avessimo
1Biologia Duemila, (2000), p.115-116
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scartato per piu` di un anno la possibilita` che le basi formassero legami a
idrogeno regolari, adesso a me sembrava ovvio che avevamo sbagliato. Una
lettura recente dell’articolo di Gulland e Jordan sulla titolazione acido-base
del DNA mi fece rendere conto della forza della loro conclusione, e cioe` come
una gran parte delle basi, se non tutte, formassero legami a idrogeno con
altre basi. Cos`ı era concepibile che il punto cruciale del problema fosse una
regola che governava i legami a idrogeno fra le basi. Improvvisamente mi
resi conto delle implicazioni potenzialmente determinanti di una struttura
del DNA nella quale il residuo dell’adenina formasse legami a idrogeno si-
mili a quelli trovati nei cristalli di adenina pura. Se cio` era vero per il DNA,
ogni residuo di adenina avrebbe formato due legami a idrogeno con un resi-
duo di adenina ruotato di 180◦ rispetto ad esso. E ancora piu` importante,
due legami a idrogeno simmetrici potevano anche tenere insieme coppie di
molecole di guanina, citosina o timina. Cominciai cos`ı col chiedermi se mai
ogni molecola di DNA consistesse di due catene con una sequenza identi-
ca di basi, tenute insieme da legami a idrogeno fra paia di basi identiche.
C’era comunque una complicazione, e cioe` che una tale struttura non pote-
va avere un andamento regolare, dal momento che le purine e le pirimidine
hanno forme diverse. L’andamento complessivo avrebbe dovuto mostrare
piccoli rigonfiamenti e rientranze e cio` a seconda che al centro si trovassero
le paia di purine o di pirimidine. Nonostante l’andamento malmesso, il mio
cuore comincio` a battere piu` in fretta. Se questa era la strutttura del DNA,
avrei scatenato un putiferio annunciando la sua scoperta. L’esistenza di
due catene accoppiate, con identica sequenza di basi, non poteva essere un
caso. Al contrario, avrebbe suggerito fortemente che una catena in ogni
molecola era servita in uno stadio precedente come stampo per la sintesi
dell’altra catena. La mia proposta stava per andare in brandelli. Non avevo
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ancora cominciato a spiegare la mia proposta che il cristallografo americano
Jerry Donhue sostenne subito che l’idea non avrebbe funzionato. Profon-
damente preoccupato, tornai alla mia scrivania sperando che potesse saltar
fuori qualche stratagemma per salvare l’ipotesi della struttura a basi uguali
accoppiate. Quando Francis arrivo`, si rese conto immediatamente che una
tale struttura avrebbe avuto una unita` cristallografica di 34A˙ solo se ogni
catena avesse fatto una rotazione completa ogni 68A˙. Ma questo avrebbe
significato che l’angolo di rotazione fra basi successive sarebbe stato solo
di 18
◦
, un valore che Francis riteneva assolutamente da scartare come con-
clusione del suo armeggiare con i modellini. Inoltre a Francis non piaceva
il fatto che quella struttura non spiegasse la regola di Chargaff. Quando
la mattina seguente arrivai al nostro ufficio ancora vuoto, liberai veloce-
mente il piano della scrivania dalle carte, in modo da avere una grande
superficie piana sulla quale formare paia di basi tenute insieme da legami
a idrogeno. Cominciai a spostare le basi in modo da ottenere altre possi-
bilita` di appaiamento. Improvvisamente divenni conscio del fatto che una
coppia adenina-timina tenuta insieme da due legami a idrogeno aveva for-
ma identica a una coppia guanina-citosina tenuta insieme da almeno due
legami idrogeno. Subito chiamai Jerry per chiedergli se questa volta avesse
obiezioni al mio nuovo accoppiamento. Alla sua risposta negativa, il mio
morale ando` alle stelle. Due sequenze irregolari di basi potevano essere
regolarmente impacchettate nel centro di un’elica se una purina si legava
sempre con legami a idrogeno con una pirimidina. Per di piu`, le esigenze
dettate dai legami a idrogeno indicavano che l’adenina si sarebbe sempre
accoppiata con la timina, la guanina con la citosina. Le regole di Chargaff
improvvisamente emergevano come conseguenza di una struttura a doppia
elica per il DNA. Appaiare sempre adenina con timina e guanina con citosi-
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na significava che le sequenze di basi delle due catene legate insieme erano
complementari fra loro. Data la sequenza di basi in una catena, veniva a
essere automaticamente determinata quella della sua partner. Concettual-
mente era cos`ı molto facile visualizzare come una singola catena potesse
essere lo stampo per la sintesi di una catena di sequenza complementare.’
In questo modo, quindi, era stata descritta definitivamente la struttura del
DNA.
Figura 4: Modello in metallo del DNA
1.1 Struttura del DNA
Secondo il modello proposto da Watson e Crick, il DNA ha una struttura
a doppia elica regolare. L’elica e` destrorsa, compie un giro completo ogni
34A˙ e ha un diametro di circa 20A˙. La distanza tra due coppie di basi
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adiacenti e` di 3, 4A˙ e ci sono, quindi, circa 10 coppie di basi per ogni giro di
elica. Le due catene polipeptidiche sono antiparallele, cioe` sono disposte con
una polarita` 5
′ → 3′ opposta l’una rispetto all’altra. Le coppie di basi con i
loro anelli eterociclici sono strutture sostanzialmente piatte, disposte quasi
perpendicolarmente rispetto all’asse della doppia elica, come a formare dei
gradini di una scala a chiocciola. Le basi che si affacciano in ciascuna coppia
sono sempre una pirimidina ed una purina e vi e` sempre l’appaiamento tra
una A e una T e tra una G e una C.
Una molecola di DNA e` costituita da due lunghe catene polinucleotidiche
composte da quattro tipi di subunita`. Ciascuna di queste catene e` nota
come catena di DNA o filamento di DNA.
I Legami idrogeno fra le basi dei nucleotidi tengono insieme le due catene.
Ogni nucleotide e` costituito da tre molecole di base:
1. un gruppo fosforico, che conferisce alla molecola un carattere acido;
2. uno zucchero a cinque atomi di carbonio, il desossiribosio (C5H10O4);
3. un composto organico costituito da carbonio, idrogeno, ossigeno e azo-
to, noto come base azotata, che puo` presentarsi in quattro forme
diverse: adenina (A), guanina (G), citosina (C), timina (T ).
Esistono quattro nucleotidi diversi, a seconda della base azotata presente.
Ogni filamento di DNA e` un polimero formato da una sequenza ordinata
di nucleotidi, che differiscono tra loro solo per la base azotata. Il numero
dei nucleotidi puo` essere molto elevato; ciascuno di essi puo` essere ripetuto
parecchie volte ed essere associato agli altri in modo vario.
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Figura 5: Modello tridimensionale e struttura del DNA
Un filamento di DNA ha una polarita` chimica che e` dovuta al modo in cui
i nucleotidi sono allineati insieme.
I due filamenti che costituiscono la molecola di DNA sono uniti da legami
idrogeno, che si instaurano solo tra basi azotate complementari e precisa-
mente tra adenina e timina e tra citosina e guanina. Pertanto le combi-
nazioni possibili sono quattro: A-T, C-G, T-A, G-C. Tutte e quattro le basi
hanno struttura eterociclica ma adenina e guanina sono, dal punto di vista
strutturale, derivate della purina, e pertanto dette basi puriniche, mentre
citosina e timina sono correlate alla pirimidina e dette pirimidiniche.
La struttura tridimensionale del DNA e` dovuta alle caratteristiche chimiche
e strutturali delle sue due catene polinucleotidiche. Tutte le basi sono al-
l’interno della doppia elica e le ossature di zucchero-fosfato all’esterno dal
momento che le due catene polinucleotidiche sono tenute insieme da lega-
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mi idrogeno fra le basi sui differenti filamenti. In questo modo, A si appaia
sempre con T e G con C. Questo appaiamento complementare permette alle
coppie di basi di compattarsi nel modo piu` favorevole possibile dal punto di
vista energetico all’interno della doppia elica. Ogni coppia di basi ha cos`ı
una larghezza simile e tiene le ossature di zucchero-fosfato alla stessa distan-
za lungo la molecola del DNA. Le ossature di zucchero-fosfato si avvolgono
l’una sull’altra a formare una doppia elica, compiendo un giro completo ogni
dieci coppie di basi. I membri di ciascuna coppia di basi possono adattar-
si insieme dentro la doppia elica soltanto se i due filamenti dell’elica sono
antiparalleli, cioe` solo se la polarita` di un filamento e` orientata in senso
opposto a quella dell’altro filamento. Di conseguenza, ogni filamento di una
molecola di DNA contiene una sequenza di nucleotidi che e` esattamente
complementare alla sequenza nucleotidica dell’atro filamento.
Figura 6: Struttura di un nucleotide del DNA e delle basi azotate
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1.2 La duplicazione
Il processo di duplicazione inizia quando la molecola di DNA si despiralizza
e i due filamenti della doppia elica si separano. Ognuno di essi poi aggancia
i nucleotidi complementari presenti nel nucleo. In questo modo ogni fila-
mento serve da stampo per uno nuovo ottenendo alla fine due doppie eliche
identiche a quelle di partenza.
La duplicazione del DNA si dice ‘semiconservativa’ poiche` in ogni nuova
molecola uno dei due filamenti appartiene alla coppia di partenza. Poiche` la
sequenza dei nucleotidi su ciascun filamento costituisce il deposito di tutte
le informazioni di una molecola di DNA, le nuove eliche, avendo una strut-
tura identica a quella originale, avranno informazioni identiche a quelle di
partenza. Tutto il processo di duplicazione e` catalizzato da enzimi specifici.
In particolare, la polimerizzazione e` dovuta all’intervento di una classe di
enzimi detti DNA polimerasi, cioe` il primo enzima che polimerizza nucleo-
tidi, scoperto nel 1957.
La proprieta` di duplicare la propria molecola e` una caratteristica tipica del
DNA ed e` in realta` un’autoduplicazione.
1.3 La trascrizione
Il primo passaggio della lettura di una parte necessaria delle istruzioni ge-
netiche di una cellula e` quello di copiare una parte della sequenza nucleo-
tidica del suo DNA (gene) in una sequenza nucleotidica di RNA.
L’informazione nell’RNA, anche se copiata in un’altra forma chimica, e` scrit-
ta nello stesso linguaggio del DNA. Da qui deriva il nome di trascrizione.
Come il DNA, l’RNA e` un polimero lineare la cui molecola differisce da
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quella del DNA in quanto:
1. e` formata da un unico filamento di nucleotidi;
2. e` piu` piccola di quella del DNA poiche` contiene un minor numero di
nucleotidi;
3. i nucleotidi contengono come zucchero a 5 atomi di carbonio, il ribosio,
al posto del desossiribosio;
4. la base azotata complementare all’adenina e` l’uracile e non la timina.
Il numero ed il tipo di funzioni espletate dall’RNA sono molto diverse da
quelle del DNA, nonostante le loro strutture non siano molto differenti.
Mentre il DNA si trova sempre nelle cellule come elica a doppio filamento,
l’RNA e` a singolo filamento. Se il DNA e` il depositario dell’ informazione ge-
netica, l’RNA e` il mezzo attraverso il quale l’informazione scritta sul DNA
viene trasferita dal nucleo nei luoghi della cellula dove avviene la sintesi
delle proteine. Nella cellula sono presenti tre tipi di RNA, con strutture e
funzioni diverse, che interagiscono e collaborano alla sintesi proteica.
L’RNA messaggero (mRNA), sintetizzato nel nucleo, porta l’informazione
contenuta nel DNA dal nucleo al citoplasma.
Nel citoplasma si trova l’RNA ribosomiale (rRNA) che, unendosi alle
proteine, forma organuli cellulari detti ribosomi, in corrispondenza dei
quali avviene la sintesi proteica. Nel citoplasma sono presenti anche gli
RNA transfer (tRNA) o di trasporto, che hanno la funzione di trasportare
gli aminoacidi, dispersi nel citoplasma, al luogo della sintesi proteica, nel-
l’ordine indicato dell’mRNA.
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Tutto l’RNA in una cellula e` prodotto dalla trascrizione del DNA.
La trascrizione comincia con lo svolgimento di una piccola porzione della
doppia elica del DNA per esporre le basi su ciascun filamento di DNA. Uno
dei due filamenti della doppia elica di DNA agisce da stampo per la sintesi
di una molecola di RNA. La sequenza nucleotidica della catena di RNA
e` determinata dall’accoppiamento complementare delle basi fra i nucleoti-
di in arrivo e lo stampo di DNA. Il ribonucleotide in arrivo viene legato
covalentemente alla catena di RNA in crescita in una reazione catalizzata
enzimaticamente. La catena di RNA prodotta dalla trascrizione, il trascrit-
to, viene allungata un nucleotide alla volta e ha una sequenza nucleotidica
complementare al filamento di DNA usato come stampo.
La trascrizione differisce dalla replicazione del DNA per diversi aspetti. A
differenza di un filamento di DNA appena formato, quello di RNA non ri-
mane legato da legami idrogeno al filamento stampo di DNA, ma appena
dietro la regione in cui i ribonucleotidi vengono aggiunti, la catena di RNA
viene spostata e l’elica di DNA si riforma. Inoltre, le molecole di RNA
sono molto piu` brevi di quelle del DNA. Sotto certi aspetti, il processo di
trascrizione e` molto simile a quello di duplicazione del DNA: infatti, anche
esso comincia con l’apertura della doppia elica del DNA. Le basi di uno
dei due filamenti rimangono in questo modo esposte e fungono da stampo
per la sintesi di una molecola di RNA messaggero (mRNA). Di fronte
alle basi del DNA si affiancano i nucleotidi complementari dell’mRNA che,
grazie agli RNA polimerasi, si legano tra loro. L’mRNA appena formato
ha una sequenza di basi azotate ben precisa che dipende dalla sequenza di
basi azotate presenti nella molecola di DNA che e` servita da stampo.
Una volta terminata la trascrizione, la nuova molecola di mRNA si stacca
dal filamento del DNA, che assume di nuovo la forma a doppia elica.
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A questo punto, le molecole di mRNA possono uscire dal nucleo e passare
nel citoplasma, dove si legano ai ribosomi.
Figura 7: Struttura del DNA e dell’RNA
1.4 La traduzione
Una volta che un mRNA e` stato prodotto per trascrizione, l’informazione
presente nella sua sequenza nucleotidica viene usata per sintetizzare una
proteina. La conversione dell’informazione da RNA in proteine rappresenta
una traduzione dell’informazione in un altro linguaggio che usa simboli
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completamente diversi. La sequenza nucleotidica di un gene, per mezzo del-
l’mRNA, e` tradotta nella sequenza degli aminoacidi di una proteina seguen-
do regole note sotto il nome di codice genetico. La sequenza di nucleotidi
nella molecola di mRNA e` letta consecutivamente in gruppi di tre. L’RNA e`
un polimero lineare di quattro nucleotidi diversi, quindi ci sono 64(43) com-
binazioni possibili di tre nucleotidi. Nelle proteine si trovano, pero`, soltanto
20 aminoacidi diversi. Quindi, o alcune triplette nucleotidiche non sono mai
usate o il codice e` ridondante e alcuni aminoacidi sono specificati da piu` di
una tripletta. La seconda possibilita` e` quella corretta. Ciascun gruppo
di tre nucleotidi consecutivi nell’RNA si chiama codone e ciascun codone
specifica o un aminoacido o un segnale di stop al processo di traduzione.
In tale processo sono coinvolti altri due tipi di RNA: l’RNA ribosomiale
(rRNA) e l’RNA di trasporto (tRNA).
L’RNA ribosomiale costituisce, insieme a diverse proteine, i ribosomi,
cioe` organuli presenti in tutti i tipi di cellule che prendono parte attivamente
al processo di traduzione. Ogni ribosoma e` formato da due subunita` di di-
mensioni diverse, normalmente distaccate, che si associano solo al momento
di entrare in funzione.
L’RNA di trasporto trasporta, appunto, gli aminoacidi ai ribosomi, dove
vengono legati in sequenza mediante la formazione di legami peptidici,
cioe` molecole di piccole dimensioni, costituite da un’ottantina di nucleotidi
e dotate di una tipica struttura a trifoglio con tre anse separate da tratti
a doppia elica. A un’estremita` della molecola c’e` una tripletta uguale per
tutti i tRNA (CCA) che serve come sito d’attacco per l’aminoacido. Nel-
l’ansa centrale c’e` un’altra tripletta detta anticodone.
Il legame fra tRNA e aminoacido si realizza nel citoplasma per mezzo di
una classe di enzimi (aminoacil − tRNA − sintetasi): ognuno di questi
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enzimi e` in grado di riconoscere sia un particolare aminoacido sia i tRNA in
grado di trasportarlo. I meccanismi che regolano il riconoscimento fra sin-
tetasi e tRNA non sono ancora del tutto noti. A questo punto il complesso
aminoacido-tRNA si avvicina a un ribosoma cui si e` legato in precedenza
l’RNA messaggero: qui avviene il riconoscimento, da parte dell’anticodone,
di una tripletta specifica della molecola di mRNA. Questo riconoscimento
avviene attraverso il meccanismo della complementarita` fra basi azotate.
Per esempio, il codone CAC dell’mRNA sara` riconosciuto e legato da un
tRNA con anticodone GUG.
Il processo di costruzione della proteina si suddivide in tre fasi: fase iniziale,
di allungamento e terminale.
FASE INIZIALE
La prima tripletta di una molecola di mRNA e` sempre AUG che funge da
segnale di inizio. L’estremita` dell’mRNA che contiene questa tripletta si
lega alla subunita` minore del ribosoma, in seguito un tRNA che trasporta
l’aminoacido corrispondente (la mietonina) si lega a sua volta alla molecola
di mRNA. A questo punto, al complesso si associa la subunita` maggiore
del ribosoma che comprende due particolari siti di attacco detti rispettiva-
mente sito P (proteina) e sito A (aminoacido). Il tRNA legato alla tripletta
iniziale si viene a trovare in questa fase in corrispondenza del sito P della
subunita` maggiore del ribosoma.
FASE DI ALLUNGAMENTO
Un secondo tRNA, con anticodone complementare alla seconda tripletta
dell’mRNA, si lega al ribosoma in corrispondenza del sito A. Successiva-
mente, per mezzo di un enzima specifico si forma il legame peptidico fra i
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due aminoacidi e, contemporaneamente la metionina si stacca dal proprio
tRNA. Quest’ultimo si libera nel citoplasma dove puo` compiere di nuovo
l’intero processo in modo analogo. A questo punto il ribosoma avanza di
una tripletta sulla molecola di mRNA e il nuovo tRNA che si lega si trova di
conseguenza nel sito A, mentre il tRNA legato al sito P trasporta la catena
polipeptidica formatasi. D’ora in poi le varie fasi si ripetono.
FASE TERMINALE
Il ciclo di allungamento si ripete numerose volte aggiungendo un aminoacido
alla volta alla catena peptidica nascente fino a quando un codone di stop
(UAG, UAA o UGA) dell’mRNA entra nel sito A del ribosoma. In una
prima fase, la terminazione porta al rilascio della catena peptidica dall’ul-
timo tRNA e poi, in una seconda fase detta di post-terminazione, si ha la
dissociazione del tRNA, dell’mRNA e delle subunita` ribosomiali. A questo
punto la proteina, ormai completa, si stacca dal ribosoma e si libera nel
citoplasma.
Capitolo 2
Le regole di Chargaff
Quando ha avuto origine la vita e come? I pochi dati paleontologici in no-
stro possesso indicano che la vita era gia` presente sulla Terra 3, 5 miliardi
di anni fa, sotto forma di cellule procarioti molto simili agli attuali batteri e
cianobatteri. Rocce ancora piu` antiche ritrovate in Groenlandia e risalenti
a 3, 9 miliardi di anni fa, contengono residui di carbonio che gli scienziati
ritengono possano essere stati lasciati solo da organismi viventi.
Le testimonianze fossili non permettono di conoscere come si siano formate
le prime cellule, cioe` che cosa sia avvenuto in una fase precedente alla com-
parsa dei primi organismi, durante il passaggio dal ‘non-vivente’ al ‘vivente’.
Le ipotesi degli scienziati si concentrano su aspetti e caratteristiche comuni
a tutti gli organismi e riguardano quindi l’origine delle molecole biologiche,
l’identificazione e le caratteristiche di molecole biologiche in grado di au-
toreplicarsi, la possibilita` di esistenza di strutture che in qualche modo si
avvicinano ad una cellula primitiva.
Fino a pochi anni fa la maggior parte degli scienziati propendeva per un’o-
rigine terrestre della vita che si sarebbe realizzata a partire da semplici
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sostanze inorganiche presenti sulla Terra nelle prime fasi della sua evoluzione.
Un’ipotesi fondamentale sull’origine della vita sul nostro pianeta e` stata for-
mulata alla fine degli anni Venti del secolo scorso da parte di due biochimici
A. I. Oparin e J. B. S. Haldane e prevede una prima fase di evoluzione
chimica, durante la quale dai composti dell’atmosfera primitiva, ad opera
di fonti di energia, come le radiazioni ultraviolette, le scariche elettriche, il
calore ecc., sarebbero stati sintetizzati composti organici in grande quan-
tita`.
Nel 1953 questa ipotesi trovo` sostegno in un esperimento compiuto da
H. Urey e S. Miller che, riproducendo in laboratorio le condizioni del-
l’atmosfera primitiva e utilizzando scariche elettriche come fonte di ener-
gia, dimostrarono la formazione di molecole semplici come gli aminoacidi,
monosaccaridi ecc. Questi composti si sarebbero poi accumulati nelle acque
della Terra primordiale dando vita al cosiddetto ‘brodo primordiale’. Da
queste molecole organiche di piccole dimensioni si sarebbero formate in se-
guito macromolecole. Il primo passo verso l’evoluzione di forme cellulari
deve essere stato la formazione di aggregati precellulari di macromolecole,
separati dall’ambiente circostante. Lo stesso Oparin concentro` la propria
attenzione sui coacervati, cioe` goccioline di polimeri che si formano spon-
taneamente in ambiente acquoso e hanno la proprieta` di dividersi appena le
loro dimensioni divengono troppo grosse. Esse sembrano essere stabilizzate
dalla presenza al loro interno di una qualche elementare forma di metabo-
lismo.
Esperimenti compiuti da M. Ageno con fosfolipidi in ambiente acquoso han-
no dimostrato come questi composti tendano a costituire spontaneamente
doppi strati che si racchiudono su se stessi e formano goccioline sferiche: un
fenomeno simile avrebbe potuto dare origine ai precursori delle attuali mem-
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brane cellulari. Studi di biologia cellulare fanno ritenere che gli organismi
piu` vicini alla cellula primigenia siano stati simili agli attuali archeobat-
teri e che la sede di origine dei primi organismi sia paragonabile alle bocche
idrotermali, cioe` sorgenti vulcaniche sottomarine ad alta temperatura che
si trovano nelle profondita` oceaniche. Ammettendo, quindi, che la vita si
sia originata in un ambiente acquatico, sembra abbastanza credibile che il
primo modo di nutrirsi sia stato eterotrofo: le prime cellule utilizzarono con
molta probabilita` le stesse sostanze organiche dalle quali anch’esse si erano
formate. Col passare del tempo, l’accresciuto numero di cellule deve aver
fatto s`ı che le sostanze organiche del brodo primordiale divenissero sempre
meno concentrate, fino a rappresentare un vero e proprio fattore limitante,
inibendo ogni ulteriore espansione della vita. La comparsa in seguito in
alcune cellule di meccanismi chimici in grado di sfruttare fonti esogene di
energia per la sintesi di nuove molecole organiche, sarebbe certamente stata
favorita: sarebbe nato cos`ı il metabolismo autotrofo e solo in una fase
successiva sarebbe comparso un meccanismo fotosintetico simile a quello
delle piante attuali, che comporta consumo di acqua e produzione di os-
sigeno molecolare. La comparsa della fotosintesi avrebbe portato ad un
progressivo aumento della concentrazione di ossigeno nell’atmosfera che le
piante iniziarono a sfruttare mediante il processo della respirazione cellu-
lare. Nacque, cos`ı, il metabolismo aerobico.
Oggi si ritiene che con ogni probabilita` la cellula eucariote abbia avuto
origine dall’evoluzione di antenati procarioti. Le cellule eucarioti, oltre ad
avere dimensioni lineari, hanno una struttura molto piu` elaborata. Nel loro
citoplasma, infatti, sono presenti una serie di organuli, fra cui i mitocon-
dri, nei quali ha luogo la respirazione cellulare, e i cloroplasti nelle cellule
vegetali, sede della fotosintesi. Numerosi dati sperimentali sostengono che
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questi mitocondri e cloroplasti siano derivati da antichi batteri simbion-
ti. La teoria dell’origine simbiotica della cellula eucariote prevedeva che
i mitocondri derivassero da primitivi batteri a metabolismo ossidativo di-
venuti endosimbionti di una cellula piu` grande a metabolismo anaerobico.
Le prime osservazioni in questo ambito sottolinearono che dimensioni, for-
ma e riproduzione per scissione dei mitocondri somigliavano a quelle dei
batteri, mentre i cloroplasti sembravano corrispondere per gli stessi mo-
tivi ai cianobatteri. I cianobatteri, quindi, in origine erano endosimbionti
di cellule eterotrofe, alle quali conferirono l’autotrofia, determinando cos`ı
l’origine delle prime cellule vegetali. Successivamente sono emerse strette
somiglianze tra il materiale genetico dei procarioti e quello dei mitocondri
e cloroplasti.
Si e` a conoscenza di vari casi di simbiosi permanenti fra cianobatteri e cellule
eucarioti e anche fra batteri aerobi ed un organismo anaerobio. E’ opinione
comune che la simbiosi fra batteri non possa essere stata la prima tappa
nella trasformazione della cellula procariote verso quella eucariote ma deve
essersi verificata dopo l’evoluzione di un procariote ancestrale. Si ritiene in-
fatti che un procariote ancestrale digerisse il proprio cibo all’esterno e solo
successivamente circostanze esterne avrebbero favorito l’espansione ed il ri-
piegamento della membrana periferica, aumentando la superficie disponibile
per l’assunzione di sostanze nutritive e permettendo l’aumento di dimensioni
dell’organismo. La membrana puo` essersi chiusa successivamente formando
tasche che divennero compartimenti interni isolati. A questo punto la di-
gestione poteva avvenire all’interno della cellula. Con modalita` analoghe si
puo` pensare che si sia formato il nucleo e i vari comparti del reticolo endo-
plasmatico. Dal procariote ancestrale si e` cos`ı evoluto un fagocita primitivo.
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Un ulteriore momento importante nell’evoluzione e` la comparsa di orga-
nismi pluricellulari, avvenuta circa un miliardo di anni fa.
Lo studio delle rocce sedimentarie di varie zone della crosta terrestre ha
permesso ai paleontologi ed ai geologi di dividere la storia della Terra in
ere, suddivise a loro volta in periodi.
L’era piu` antica e` detta Era archeozoica o Precambriano; seguono poi
l’Era Paleozoica o Paleozoico; l’Era mesozoica o Mesozoico; l’Era
cenozoica o Cenozoico; l’Era neozoica o Neozoico.
I ritrovamenti di fossili dimostrano che i vari gruppi di esseri viventi sono
apparsi in un ordine di complessita` crescente. I mari precambriani sono
popolati da alghe azzurre e batteri, prima che compaiano i protisti. Tra i
pluricellulari compaiono per primi i poriferi (spugne), mentre i vertebrati
arrivano per ultimi. I primi pesci (Ordoviciano) sono completamente ac-
quatici, poi nel Devoniano si formano i polmoni e quindi sono in grado di
uscire dall’acqua; gli anfibi nello stesso periodo adattano gli arti ai movi-
menti sulla terraferma ma sono ancora legati all’acqua per la riproduzione
e lo sviluppo embrionale. Nel Carbonifero evolvono i rettili che raggiun-
gono un altro traguardo, realizzando l’uovo con guscio adatto all’ambiente
terrestre. Nell’era successiva, il Mesozoico, compaiono uccelli e mammiferi.
Il Cenozoico vede l’evoluzione dei mammiferi e degli uccelli, che si diver-
sificano ed occupano tutti gli ambienti. Verso la fine dell’era compaiono i
primi ominidi ed infine i primi rappresentanti del genere Homo.
Esiste un’analoga evoluzione anche per le piante.
Le tracheofite, con le felci, acquisiscono un sistema di vasi conduttori e
rivestimenti esterni che impediscono o limitano la perdita d’acqua per traspi-
razione. La spora, prodotta dalla felce, germina sul terreno e da` un protallo,
sul quale si trovano entrambi gli organi riproduttori. Le conifere presentano
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il tubulo pollinico per mezzo del quale effettuano il trasporto diretto del
gamete maschile fin dentro al gamete femminile. Appare per la prima volta
anche il seme che permette loro di superare sia la cattiva stagione sia con-
dizioni ambientali non favorevoli, anche per lunghi periodi. Infine le piante
con fiore perfezionano e rendono piu` efficienti il trasporto attaverso i vasi
conduttori e la riproduzione.
In seguito a tutti questi studi, e` possibile oggi suddividere gli esseri viventi
presenti sulla Terra, che sono estremamente numerosi e vari con stime che
vanno dai due ai dieci milioni di specie, in cinque grandi regni:
1. il regno delle monere, cui appartengono gli organismi procarioti;
2. il regno dei protisti, cui appartengono gli organismi eucarioti unicel-
lulari, eterotrofi e autotrofi;
3. il regno dei funghi, cui appartengono gli organismi eucarioti con
cellule provviste di parete cellulare, eterotrofi;
4. il regno delle piante, cui appartengono gli organismi eucarioti, au-
totrofi e con cellule provviste di parete;
5. il regno degli animali, cui appartengono gli organismi eucarioti
eterotrofi, con cellule senza parete.
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2.1 Prima e seconda regola di Chargaff
Dopo questa breve introduzione sull’evoluzione della specie sulla Terra,
scopo di questo capitolo e` cercare di capire come e quanto spesso la ‘Secon-
da regola di Chargaff’ si verifichi negli organismi o venga violata.
Ma chi era Erwin Chargaff?
Erwin Chargaff e` stato un biochimico austriaco emigrato negli Stati Uniti
durante il periodo fascista e professore di biochimica alla Columbia Uni-
versity. Egli esegu`ı importanti ricerche sul chimismo degli acidi nucleici,
in particolare sul DNA riuscendo a separare, attraverso i suoi esperimenti,
la molecola del DNA nelle sue basi costituenti determinandone la quantita`
in percentuale. Studiando il DNA contenuto nelle cellule di specie diverse
scopr`ı che la sua composizione e` specie-specifica e che in un determinato
organismo le quattro basi azotate sono presenti in quantita` diverse e i loro
rapporti variano da una specie all’altra.
Formulo`, cos`ı, la ‘Prima regola di Chargaff’:
‘Il numero delle Adenine e delle Timine ed il numero delle Cito-
sine e delle Guanine combacia perfettamente in ogni molecola di
DNA a doppio filamento’.
Cio` e` dovuto al modello a doppia elica del DNA nel quale A si accoppia
con T e G con C.
In seguito Chargaff giunse ad un’osservazione simile che riguardava i nucleo-
tidi complementari dei genomi a doppio filamento dei cromosomi dei batteri.
Questa relazione tra i nucleotidi complementari e` osservata nei genomi di
virus, batteri, eucarioti ed e` nota come ‘Seconda regola di Chargaff’:
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‘Un filamento genomico di DNA sufficientemente lungo che con-
tiene N copie di un mono/oligonucleotide, contiene anche N copie
del suo mono/oligonucleotide complementare sullo stesso filamen-
to’.
Non c’e` nessuna regola specifica che descriva la seconda regola di Char-
gaff come, invece, la regola dell’accoppiamento delle basi descrive la prima.
La violazione della seconda regola e` stata osservata negli organelli (mito-
condri e plastidi), nei genomi di qualche organismo e nei genomi di virus a
singolo filamento o in qualche genoma di RNA. Numerose prove dimostrano
che entrambi i filamenti non sono identici in termini di mutazione/selezione
e cio` si traduce nella violazione della seconda regola di Chargaff nelle regioni
sub-cromosomiali. Piu` grande e` la regione sub-cromosomiale, piu` piccola e`
la violazione. I meccanismi responsabili di questa violazione sono definiti
mediante tre categorie.
In primo luogo vi e` la replicazione del DNA: il filamento guida e` composto
da piu` nucleotidi K (G e T) che da nucleotidi complementari M (A e C) e
il contrario vale per il filamento lento 1.
In secondo luogo vi e` la trascrizione: i geni sono di solito localizzati nel
filamento guida piuttosto che in quello lento per evitare uno scontro frontale
durante la replicazione e la trascrizione. Durante la trascrizione, il filamen-
to che non funge da stampo rimane piu` esposto come singolo filamento del
filamento che invece funge da stampo, causando un’asimmetria nella deami-
nazione della citosina tra i filamenti. Il sistema di riparazione della coppia
1Il filamento guida e` il filamento figlio di DNA sintetizzato in modo continuo. La sua
sintesi precede di poco quella del filamento figlio sintetizzato in modo discontinuo, noto
come filamento lento.
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trascritta agisce anche solo sul filamento stampo e contribuisce quindi al-
l’asimmetria.
Infine c’e` la traslazione: l’uso di codoni sinonimi e` influenzato dalla dif-
ferente quantita` di molecole di tRNA che si traduce in differente quantita`
di nucleotidi complementari nella terza posizione di una famiglia di codoni
causando, cos`ı, la violazione della regola.
E’ stato visto che tutti i genomi, con la sola eccezione di determinati genomi
mitocondriali di alcuni vertebrati piu` recenti, verificano la seconda regola
di Chargaff per le triplette ad un livello di accuratezza molto alto.
Scoperta piu` di quaranta anni fa, la seconda regola di Chargaff continua a
stimolare l’interesse per il suo meccanismo sconosciuto e non si puo` conside-
rare banale: sembra, infatti, che tale meccanismo ‘conti e adatti’ il numero
dei nucleotidi ed i loro complementari in modo da essere uguale su entrambi
i filamenti. L’accoppiamento delle basi non giustifica questa regola perche`
i nucleotidi di ogni singolo filamento di un duplex sono gia` accoppiati con
i nucleotidi del filamento opposto. Ancora piu` misterioso e` il fatto che non
ci siano dei vantaggi nella selezione per genomi o organismi che rispettanto
tale regola.
E’ stata esaminata una grande quantita` di genomi che hanno profili tripletta
molto simili e che costituiscono la cosiddetta ‘Classe di maggioranza’. Di
questa classe fanno parte organismi che appartengo a regni diversi e molte
altre specie differenti, nonche` organelli di specie diverse.
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2.2 La classe di maggioranza
Sono stati studiati i profili tripletta di 31 segmenti di DNA differenti di
lunghezza pari a 8 Mb, presi da cromosomi di specie molto diversi tra
loro come esseri umani, scimpanze`, cani, topi, Drosophila melanogaster,
Caenorhabditis elegans, Bacillus subtilis. Nonostante le loro enormi dif-
ferenze filogenetiche, sembrano molto simili. Il loro profilo tripletta medio
e` chiamato ‘profilo di maggioranza’.
• Sottoclassi della classe di maggioranza
Sono stati testati 42 genomi di cloroplasti diversi suddivisi poi in due sot-
toclassi.
La sottoclasse I e` costituita dai cloroplasti di piante generate da semi, prin-
cipalmente piante con fiori.
La sottoclasse II e` costituita dai cloroplasti delle piu` antiche piante non
generate da semi tra cui i protisti, alghe, muschi e felci e tutte soddisfa-
no abbastanza accuratamente la seconda regola di Chargaff applicata alle
triplette.
2.3 La classe di minoranza
Tra tutti i genomi degli organismi testati, sono stati trovati 9 casi che sod-
disfano accuratamente la seconda regola di Chargaff per le triplette ma che
non appartengono alla classe di maggioranza.
Questi genomi fanno parte della cosiddetta ‘classe di minoranza’ e sono
soprattutto genomi dei cosidetti genomi ‘primitivi’. Fanno parte di tale
classe Escherichia coli, le alghe unicellulari Chlamydomonas R., gli archeo-
batteri Thermoplasma acidophilum e Ideomarina loihiensis. Tra i genomi
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degli organelli solo il genoma di un cloroplasto e` considerato membro della
classe di minoranza, cioe` Se. uncinata. Ci sono anche 5 genomi di mi-
tocondri che appartengono a questa classe e sono Triticum aestivum (gra-
no), Oryza sativa (riso), Rabidopsis thaliana, Chlamydomonas reinhardtii
e Daphnia pulex (pulce d’acqua).
2.4 La classe dei violatori
Fanno parte di questa classe i genomi dei mitocondri umani che non soddi-
sfano la seconda regola di Chargaff.
Tra i 34 genomi mitocondriali che violano la seconda regola di Chargaff,
13 appartengono ad una varieta` di organismi che la violano soltanto ad un
livello moderato e per questo detti ‘violatori moderati’.
Gli altri 21, invece, violano la seconda regola di Chargaff in modo piu` evi-
dente e sono principalmente i vertebrati piu` recenti, incluso gli essere umani,
e sono sorprendentemente molto simili tra loro.
Si pensa che l’origine della deviazione dalle regole di Chargaff negli organel-
li sia legata al particolare meccanismo di replicazione che essi adoperano.
Infatti, durante la replicazione i filamenti di DNA si separano; sul DNA a
singolo filamento la citosina va lentamente incontro a deaminazione trasfor-
mandosi in timina. Maggiore e` il tempo durante il quale il filamento e` sepa-
rato, maggiore e` la frequenza con cui la citosina deamina spontaneamente.
I filamenti tendono a restare separati molto di piu` negli organelli che non
nel DNA cromosomico. Il processo tende quindi a formare un filamento di
DNA con piu` timina e guanina del normale; l’altro con piu` adenina e citosi-
na. E’ questo il motivo per cui mentre i genomi del gruppo di maggioranza
sono ricchi di doppiette AT , quelli della classe di minoranza sono ricchi di
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GC. E’ stata effettuata una riduzione del contenuto di GC da questi ul-
timi consistente nella cancellazione di qualche C in grandi percentuali in
qualche punto casuale della sequenza genomica, seguito da un’analoga can-
cellazione di qualche G con la stessa percentuale in ognuna delle 9 sequenze
genomiche della classe di minoranza. Queste sequenze genomiche alterate
vengono chiamate ‘genomi convertiti’.
Con sorpresa e` stato notato che i profili tripletta dei genomi convertiti non
solo erano simili tra loro, ma erano anche tutti simili al profilo tripletta di
maggioranza. Tutto cio` ha portato a parlare di profilo tripletta che puo`
essere chiamato il ‘profilo convertito della tripletta di minoranza’.
Dato un genoma sufficientemente lungo, indichiamo con ∆ una tripletta.
Sappiamo che ognuna delle 64 ∆ triplette possibili dovrebbe ripetersi molte
volte nella sequenza. Inoltre, non c’e` un motivo a priori perche` una tripletta
si ripeta piu` volte rispetto ad un’altra. Ci si aspetta, quindi, che i profili
tripletta di genomi siano casuali, cioe` tutte le 64 triplette si possono ripetere
praticamente con uguale frequenza
f(∆) =
1
64
.
Tutti i profili tripletta testati pero` sono ben lontani dall’essere casuali.
Ogni specie ha il suo profilo tripletta specifico e, anche se diversi da al-
tri, i profili tripletta sono molto simili. Cio` potrebbe risultare sconcertante
perche` si sa che non esistono vantaggi associati ai genomi aventi uno o un
altro profilo tripletta. Non esiste nemmeno un vantaggio selettivo associato
alla condizione dei genomi di soddisfare la seconda regola di Chargaff.
In passato, il modo migliore per comprendere meglio le proprieta` dei genomi
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era legato alla posizione filogenetica dell’organismo in questione. Purtroppo,
pero`, questo approccio fallisce nel caso di genomi che soddisfano la seconda
regola di Chargaff perche` entrambe le proprieta` sembrano non avere tra loro
alcuna connessione con la posizione filogenetica.
Sembra lecito supporre che l’evoluzione abbia sottoposto i genomi ad innu-
merevoli trasposizioni/inversioni. Di conseguenza, l’ipotesi delle traspo-
sizioni/inversioni suggerisce l’idea che tutti i genomi debbano essersi in
qualche modo ‘evoluti’ verso una condizione stabile che permetta loro di
verificare la regola di Chargaff.
La trasformazione di un genoma che inizialmente non soddisfaceva la se-
conda regola di Chargaff in uno che invece la soddisfaceva e` cominciata a
partire da piccoli genomi, come ad esempio i genomi batterici che, aumen-
tando di dimensioni, hanno migliorato la loro struttura e sono stati in grado
di verificare la regola ad un livello molto alto.
2.5 Formulazione equivalente della seconda
regola di Chargaff
Vediamo, ora, una formulazione logicamente equivalente della seconda re-
gola di Chargaff valida per gli oligonucleotidi.
Indichiamo con D una sequenza nucleotidica di DNA, con H la sua comple-
mentare inversa e con fW e fC i filamenti di Watson e Crick rispettivamente.
In base all’accoppiamento delle basi, si ha che
fW (D) = fC(H) (2.1)
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e analogamente
fW (H) = fC(D). (2.2)
Supponendo che la sequenza D verifichi la seconda regola di Chargaff per gli
oligonucleotidi, cioe`, se un duplex di DNA sufficientemente lungo contiene
N copie di un mono/oligonucleotide, allora lo stesso filamento contiene N
copie mono/oligonucleotide complementari, segue che
fW (D) = fW (H). (2.3)
Eliminando il termine fW (H), dalla 2.2 e 2.3 segue che
fW (D) = fC(D) (2.4)
cioe` se un duplex di DNA sufficientemente lungo contiene N copie di un
oligonucleotide D, allora il filamento opposto contiene N copie dello stesso
oligonucleotide D. Poiche` la formula precedente puo` essere letta in en-
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trambe le direzioni, allora le due formulazioni sono logicamente equivalenti.
Proprieta` molto importante della seconda regola di Chargaff e` che se questa
vale per gli oligonucleotidi, allora vale anche per i mononucleotidi.
A tale proposito, infatti, consideriamo una sequenza che verifica la seconda
regola di Chargaff per gli oligonucleotidi.
Quindi,
fW (D) = fW (H). (2.5)
Allora il numero delle A nella sequenza e`
fW (A) = Lx (2.6)
dove L e` il numero totale dei nucleotidi in ogni filamento.
Allo stesso modo
fW (T ) = Lx. (2.7)
Poiche`, per definizione, H e` la tripletta complementare inversa di D, segue
che il numero delle A in D e` uguale al numero delle T in H. Pertanto,
tenendo presente cio` e inserendo l’equazione 2.4 nell’equazione 2.7, si ha che
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fW (A) = Lx. (2.8)
Pertanto
fW (A) = fW (T ). (2.9)
Allo stesso modo si dimostra che fW (C) = fW (G).
Quindi la sequenza verifica la seconda regola di Chargaff.
Supponiamo, ora, di avere un genoma di dimensione L, un segmento in-
vertito di dimensione media l e che tale segmento invertito sia stato inver-
tito/trasposto n volte.
Indicando con fW (G)n e fW (C)n i numeri totali finali delle G e delle C sul
filamento di Watson dopo n trasposizioni/inversioni, il numero delle G e
delle C puo` essere rappresentato mediante la seguente tabella:
base numero basi sul Watson strand numero basi sul Crick strand
G fW (G)n fW (C)n
C fW (C)n fW (G)n
Consideriamo poi un segmento invertito di lunghezza media l che, essendo
parte di un genoma, ha in media le stesse frequenze delle G e delle C dell’in-
tero genoma. Conterra`, quindi, in media in ognuno dei suoi singoli filamenti
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i seguenti numeri delle due basi:
base numero basi sul Watson strand numero basi sul Crick strand
G lfW (G)n
L
lfW (C)n
L
C lfW (C)n
L
lfW (G)n
L
Dopo il successivo round di trasposizioni/inversioni di questo segmento in-
vertito, il filamento di Watson dell’intero genoma ha perso tutte le G che
erano contenute nella parte del filamento di Watson del segmento invertito
e ottenuto tutte le G che erano contenute nella sua parte del filamento di
Crick. Pertanto si ha che

fW (G)n+l = fW (G)n − lfW (G)nL + lfW (G)nL
fW (C)n+l = fW (C)n − lfW (C)nL + lfW (C)nL
Definendo le derivate in questo modo

f
′
W (G)n = fW (G)n+l − fW (G)n
f
′
W (C)n = fW (C)n+l − fW (C)n
e ponendo k = l
L
, segue che
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
f
′
W (G)n = k(fW (C)n − fW (G)n)
f
′
W (C)n = k(fW (G)n − fW (C)n)
Risolvendo si ottengono le seguenti soluzioni

fW (G)n =
fW (G)0
2[i+e−2kn] +
fW (C)0
2[i−e−2kn]
fW (C)n =
fW (G)0
2[i−e−2kn] +
fW (C)0
2[i+e−2kn]
dove fW (G)0 e fW (C)0 sono i numeri iniziali delle G e delle C sul filamento
di Watson, k = l
L
il tasso di variazione.
Quindi, con l’aumentare delle trasposizioni/inversioni i numeri delle G e
delle C convergono allo stesso valore
fW (G)∞ = fW (C)∞ =
fW (G)0
2
+
fW (C)0
2
=
L
2
.
Come risultato si ha che la sequenza genomica verifica completamente la
seconda regola di Chargaff per i mononucleotidi e la velocita` di questa con-
vergenza, indicata con ν, e` data da
ν =
2k
ln 2
=
2( λ
L
)
ln 2
,
dove λ e` il numero medio delle trasposizioni/inversioni.
Equazioni simili si ottengono anche per le A e per le T .
Quanto visto per i mononucleotidi, puo` essere visto anche per gli oligonu-
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cleotidi.
A tale proposito consideriamo una tripletta D e la sua complementare inver-
sa H. Indichiamo con fW (D)n e con fW (H)n il numero totale della tripletta
e della sua complementare inversa nel filamento di Watson dopo n traspo-
sizioni/inversioni.
tripletta numero sul Watson strand numero sul Crick strand
D fW (D)n fW (H)n
H fW (H)n fW (D)n
Consideriamo ora un segmento invertito di lunghezza media l. Poiche` e`
parte di un intero genoma, ha in media le stesse frequenze delle D e delle
H dell’intero genoma. Conterra`, quindi, in media in ognuno dei suoi singoli
filamenti i seguenti numeri delle due basi:
base numero basi sul Watson strand numero basi sul Crick strand
D lfW (D)n
L
lfW (H)n
L
H lfW (H)n
L
lfW (D)n
L
Dopo il successivo round di trasposizioni/inversioni di questo segmento in-
vertito, Il filamento di Watson dell’intero genoma ha perso tutte le triplette
D che erano contenute nella parte del filamento di Watson del segmento
invertito e ottenuto tutte le triplette complementari inverse H che erano
contenute nella sua parte del filamento di Crick.
Pertanto si ha che
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
fWa(D)n+l = fW (D)n − lfW (D)nL + lfW (H)nL
fW (H)n+l = fW (H)n − lfW (H)nL + lfWatson(D)nL
Definendo le derivate in questo modo

f
′
W (D)n = fW (D)n+l − fW (D)n
f
′
W (H)n = fW (H)n+l − fW (H)n
e ponendo k = l
L
, segue che

f
′
W (D)n = k(fW (H)n − fW (D)n)
f
′
W (H)n = k(fW (D)n − fW (H)n)
Risolvendo si ottengono le seguenti soluzioni

fW (D)n =
fW (D)0
2[i+e−2kn] +
fWatson(H)0
2[i−e−2kn]
fW (H)n = fW (D)02[i−e−2kn] +
fW (H)0
2[i+e−2kn]
dove fW (D)0 e fW (C)0 sono i numeri iniziali delle triplette D e delle triplette
complementari inverse H sul filamento di Watson, k = l
L
il tasso di varia-
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zione. Quindi, con l’aumentare delle trasposizioni/inversioni i numeri delle
D e delle H convergono allo stesso valore
fWatson(D)∞ = fWatson(H)∞ (2.10)
=
fWatson(D)0
2
+
fWatson(H)0
2
=
L
2
. (2.11)
Ripetendo il discorso per tutte le altre triplette e le loro complementari
inverse segue che la sequenza genomica risultante verifica la seconda regola
di Chargaff per gli oligonucleotidi dopo frequenti trasposizioni/inversioni.
Anche in questo caso la velocita` di convergenza ν e` data da
ν =
2k
ln 2
=
2( λ
L
)
ln 2
(2.12)
2.6 Inversioni e trasposizioni invertite
La grande quantita` di dati oggi disponibile lascia pensare che ogni specie
abbia la propria sequenza di codice specifica. Naturalmente si puo` supporre
che anche le distribuzioni delle frequenze dei codoni di ogni specie siano di-
versi. Contando non soltanto i codoni dei geni ma anche tutti i trinucleotidi
delle regioni codificate, ci sono sostanzialmente tre classi di distribuzioni
delle triplette tra tutti gli organismi e DNA contenenti organuli.
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Considerato come una funzione di 64 triplette possibili
∆ = {n1, n2, n3} , con ni = A,C,G, T, i = 1, 2, 3,
il profilo maggioranza sembra essere una funzione piuttosto complessa.
Questa complessita` e` conseguenza dell’ordine particolare delle triplette lun-
go l’ascissa e della proprieta` in base alla quale la frequenza di ogni tripletta
e` uguale alla frequenza della sua complementare inversa.
Figura 1: Profilo della tripletta di maggioranza
Ovviamente non tutte le funzioni presenti nella Fig.1 soddisfano questa
condizione ma per ognuno di questi genomi si ha che il profilo tripletta
del filamento di Watson e` uguale al profilo tripletta del filamento di Crick.
Questa particolare simmetria e` chiamata ‘La seconda regola (di parita`)
di Chargaff’ e non e` una conseguenza dell’accoppiamento delle basi bens`ı
il risultato di innumerevoli inversioni e trasposizioni invertite che i genomi
hanno sub`ıto durante l’evoluzione.
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Il principale effetto di questo grande numero di inversioni/trasposizioni sulla
simmetria del filamento e` evidente nella seguente figura in cui ogni DNA
duplex e` rappresentato come coppia di nastri rettilinei chiamati Watson e
Crick.
Figura 2: Illustrazione degli effetti di un gran numero di inversioni/traspo-
sizioni sulla simmetria del filamento.
I quattro nucleotidi sono rappresentati in scala di grigi. Per semplicita` si
suppone che tutti i trasposoni invertiti abbiano dimensioni costanti.
All’inizio ci si trova nella situazione piu` semplice possibile e cioe` un duplex
in cui nel filamento di Watson compaiono le sole A e nel complementare le
sole T. La situazione cambia dopo che la prima trasposizione invertita ha
trasferito qualche T nel filamento di Watson e qualche A nel filamento di
Crick.
A questo punto, su ogni filamento non compaiono solo i nucleotidi comple-
mentari ma anche triplette del tipo ATT, TTA, AAT e TAA per la prima
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volta in entrambi i filamenti. Poiche` il processo continua e il numero delle
trasposizioni invertite ricollocate casualmente aumenta, le distribuzioni delle
A e delle T e le loro doppiette e triplette corrispondenti diventano sempre
di piu` uguali. Per definizione di simmetria del filamento, ognuna di queste
serie di inversioni/trasposizioni crea un profilo tripletta che e` lo stesso per
entrambi i filamenti. Tuttavia, questo profilo tripletta comune puo` essere
diverso per ogni sequenza iniziale differente.
Ma che profilo tripletta ci si potrebbe aspettare se i genomi fossero sequenze
completamente casuali?
Consideriamo la sequenza di nucleotidi come il risultato di un sorteggio
casuale da un’urna contente palline chiamate A, T, C, G. Ogni pallina
sorteggiata determina il prossimo nucleotide nella sequenza ed e` reimbusso-
lata nell’urna.
Sia
Ω = {n1, n2, n3} , ni = A, T, C,G
l’insieme delle 64 possibili triplette. Supponiamo che le probabilita` che es-
cano A, T, C, G siano rispettivamente
p0(A), p0(T ), p0(C), p0(G)
e che soddisfino la condizione per cui
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1 = P (Ω) = p0(A) + p0(T ) + p0(C) + p0(G).
Quindi, la probabilita` f0(∆) di estrarre la tripletta ∆ = {n1, n2, n3} a caso
da un’urna e` data da
f0(∆) = p0(n1)p0(n2)p0(n3). (2.13)
Nel caso dei genomi della classe di maggioranza si puo` calcolare facilmente
dal profilo maggioranza le composizioni delle loro basi poiche`
pM(A) = 30.6%, pM(T ) = 30.6%, pM(C) = 19.4%, pG(A) = 19.4%.
Pertanto AT avra` percentuale pari al 61.2% e CG al 38.8%.
Ovviamete questi genomi soddisfano la seconda regola di parita` di Chargaff,
cioe`
pM(A) = pM(T ), pM(C) = pM(G)
in ogni singolo filamento. Al contrario, questo calcolo probabilistico non
presuppone una simmetria a priori poiche` un precedente studio lo ha inter-
pretato come il risultato di innumerevoli inversioni/trasposizioni che avven-
gono durante l’evoluzione di questi genomi. Pertanto si e` supposto arbi-
trariamente che
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p0(A) = 20%, p0(T ) = 36%, p0(C) = 25%, p0(G) = 19%. (2.14)
Tale sequenza artificiale di genomi rappresenta la speranza matematica dei
genomi derivanti casualmente da un grande gruppo di nucleotidi. Ovvia-
mente, ci sono elevatissimi numeri di tali genomi che hanno differenti se-
quenze e che hanno ancora lo stesso profilo tripletta dell’equazione (1.1).
Le sequenze genomiche cos`ı generate non soddisfano la seconda regola di
parita` di Chargaff ne` appartengono alla classe di maggioranza.
2.7 Modificazioni di sequenze
Sulla base di risultati precedenti, l’applicazione di un gran numero di in-
versioni/trasposizioni ai genomi deve generare sequenze che soddisfano la
seconda regola di Chargaff. Tuttavia, questo processo non ha prodotto im-
mediatamente profili tripletta che somigliano al profilo maggioranza. E’
stato, quindi, necessario modificare in qualche modo la speranza matemati-
ca dei genomi. Si e` scoperto che la piu` semplice modifica che ha prodotto un
profilo maggioranza dopo le inversioni/trasposizioni consiste nel modificare
il 60% di nucleotidi CG in nucleotidi TT utilizzando un tasso di conversione
ρ = 60%.
Usando la composizione delle basi delle equazioni 2.14 i genomi contengono
approssimativamente il 5% delle coppie CG in ogni filamento. Quindi, la
modifica richiesta di una sequenza riguarda solo il 3% delle modifiche di tut-
ti i dinucleotidi. Come risultato si ha che i profili tripletta che ne derivano
non sono qualitativamente molto diversi dai profili iniziali.
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Figura 3: Rappresentazione dei profili tripletta
A questo punto, le sequenze modificate violano ancora la seconda regola di
Chargaff. In passato non e` stato trovato nessun caso di conversione da CG
a TT. Tale conversione puo` essere vista come il risultato dei due processi
seguenti. Il primo riguarda la conversione di CG in TA.
Data una coppia CG sul filamento di Watson, per l’accoppiamento delle basi
esiste un’altra coppia CG opposta a questa nel filamento di Crick. Conver-
tendo entrambe le C nelle T si genererebbe un coppia di dinucleotidi TG
non corrispondenti. Nel successivo turno di replicazione questi possono es-
sere corretti in coppie TA.
Il secondo processo potrebbe essere visto come una sostituzione di A in T
che trasformerebbe qualcuna delle coppie TA appena generate sul filamento
di Watson in coppie TT. Allo stesso modo le coppie complementari inverse
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sul filamento di Crick si trasformerebbero in coppie AA.
L’aver sottoposto i genomi modificati ad un numero di inversioni/traspo-
sizioni pari a Ninv = 30000 ha trasformato i loro profili tripletta nei profili
mostrati in Fig. 3d. Questi profili sono molto simili al profilo maggioranza
e soddisfano la seconda regola di parita` di Chargaff.
L’effetto di questo gran numero di inversioni/trasposizioni e` quello di uguagliare
asintoticamente la frequenza di ogni tripletta con la frequenza della sua com-
plementare inversa in maniera esponenziale.
Per esempio, prima di applicare le inversioni/trasposizioni, la frequenza
normalizzata della tripletta GAA era f0(GAA) = 0.6% e quella della sua
complementare inversa TTC era f0(TTC) = 3.8%.
Figura 4:
Dopo un numero sufficientemente grande di inversioni/trasposizioni, en-
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trambe le sequenze saranno uguali, cioe`
f∞(GAA) = f∞(TTc) =
0.6 + 3.8
2
= 2.2%.
In altre parole, l’effetto delle inversioni/trasposizioni non e` niente altro che
il generare le medie aritmetiche tra le frequenze delle triplette e delle loro
complementari inverse.
Indicando la complementare inversa di una tripletta ∆ mediante il simbolo
H, si puo` formulare questo risultato in questo modo
f∞(∆) = f∞(H) =
[f0(∆) + f∞(H)]
2
(2.15)
Le inversioni/trasposizioni non uguagliano solo le frequenze delle triplette
ma anche quelle dei mononucleotidi. In base alle equazioni (1.2) e (1.3), si
avrebbe che
p∞(A) = p∞(T ) =
[p0(A) + p0(T )]
2
= 28%,
p∞(C) = p∞(G) =
[p0(A) + p0(T )]
2
= 22%.
E’ da notare che queste frequenze differiscono dalle frequenze pM(X) del
profilo maggioranza ma sono equilibrate dalle conversioni di CG in TT. I
profili calcolati non rispecchiano il profilo maggioranza perfettamente. Tut-
tavia, le loro deviazioni dal profilo maggioranza non sono piu` grandi delle
differenze tra i genomi di singoli organismi nel gruppo maggioranza. Non
c’e` motivo, pertanto, di introdurre nuovi parametri in quanto la derivazione
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del profilo maggioranza non necessita di piu` di due parametri, cioe` i va-
lori iniziali di p0(A) e p0(C). Si puo` pensare che la procedura descritta
per generare il profilo maggioranza non sia adatta ma in realta` e` un modo
di calcolare la composizione iniziale delle basi dei genomi della classe di
maggioranza.
Capitolo 3
Le sequenze di DNA
e la successione di Fibonacci
E’ possibile stabilire un modello matematico per comprendere meglio quanto
finora detto. Il modello piu` semplice e` basato sulla successione di Fibonacci.
Le parole sono prese dall’alfabeto genetico e cominciano con due stringhe
arbitrarie. Queste stringhe, o frammenti, possono essere spezzate ed essere
usate per la replicazione e concatenazione.
Tale processo si itera in questo modo:
Sa,b(0) = a Sa,b(1) = b; (3.1)
Sa,b(k + 1) = Sa,b(k) + Sa,b(k − 1) (k ≥ 1) (3.2)
dove a e b sono stringhe arbitrarie ed il segno ‘+’ rappresenta la concate-
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nazione. Un caso interessante e` rappresentato dal genoma umano.
E’ stato dimostrato, infatti, che la seconda regola di Chargaff e` vera per
ognuno dei 24 cromosomi umani.
Indicate con PA, PT , PC , PG le frequenze nucleotidiche delle quattro basi, si
sa che
PA + PT + PC + PG = 1
per definizione e, supponendo che vale la seconda regola di Chargaff, si ha
che
PA + PC ∼= 1
2
o, equivalentemente,
PT + PG ∼= 1
2
.
Se si disegnano i punti (PA, PC) per ogni cromosoma su di un grafico, si vede
che non sono sparsi uniformemente sulla retta PA + PC ∼= 12 ma sembrano
aggregarsi attorno a dei valori ben precisi.
Cio` e` molto diffuso in natura. Ci si chiede, quindi, se si puo` costruire un
modello matematico che permetta di prevedere o quantomeno spiegare le
frequenze osservate.
A tale proposito e’ stato costruito un modello matematico che stabilisce
una connessione tra le frequenze dei nucleotidi nel singolo filamento di DNA
umano ed i numeri di Fibonacci. Questi ultimi costituiscono la famosa ‘suc-
cessione di Fibonacci’, che e` una successione in sequenza di numeri naturali,
ciascuno dei quali e` il risultato della somma dei due precedenti.
{1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144...} .
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Figura 1: In verde i punti osservati (Pa, Pc) di ogni cromosoma umano , in
rosso la linea Pa + Pc =
1
2
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Tale sequenza si ottiene, per ricorrenza, in questo modo:
F (n+ 2) = F (n+ 1) + F (n), (3.3)
con le condizioni iniziali F (1) = 1 e F (2) = 1.
La successione di Fibonacci appare in natura in diversi contesti ed e` legata
alla ‘sezione aurea, ϕ,’ mediante il limite
ϕ = lim
n→∞
F (n+ 1)
F (n)
. (3.4)
Questo modello si basa su due ipotesi importanti.
La prima e` che la seconda regola di Chargaff e` sempre valida in tutti i cromo-
somi umani; la seconda, invece, che le frequenze nucleotidiche dovrebbero
avvicinarsi ad un valore limite quando il numero delle basi e` sufficientemente
grande.
Sotto queste ipotesi e` possibile prevedere le frequenze dei nucleotidi nell’uo-
mo con accuratezza.
La prima ipotesi, quella principale, viene espressa in questo modo: si divide
la frequenza di un nucleotide per la somma delle frequenze dei restanti nu-
cleotidi in proporzione con tre numeri di Fibonacci.
La scelta di questi numeri non e` basata soltanto sulla loro ricorrenza in
natura ma anche tenendo conto del fatto che il processo di crescita delle
sequenze ripetute puo` essere legato in qualche modo alla successione di Fi-
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bonacci. Consideriamo i seguenti tre numeri di Fibonacci:
{F (n), F (n+ 1), F (n+ k)} , (3.5)
dove n e` un numero sufficientemente grande e k = 0, 1, 2, 3, ..., N , con N
numero finito. Pertanto
x(n)
y(n) + z(n) + w(n)
∝ F (n)
F (n+ k)
, (3.6)
y(n)
x(n) + z(n) + w(n)
∝ F (n+ 1)
F (n+ k)
, (3.7)
z(n)
x(n) + y(n) + w(n)
∝ F (n)
F (n+ k)
, (3.8)
w(n)
x(n) + y(n) + z(n)
∝ F (n+ 1)
F (n+ k)
(3.9)
dove x(n), y(n), z(n) e w(n) rappresentano le frequenze dei nucleotidi quan-
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do il numero delle basi nucleotidiche e` n, e cioe` x(n) = xn
n
e xn e` il numero
del nucleotide x.
Ovviamente non e` semplice riconoscere la seconda regola di Chargaff die-
tro queste equazioni ma si puo` notare che, cos`ı come la prima e la terza
equazione sono proporzionali allo stesso quoziente F (n)
F (n+k)
, cos`ı la seconda e
la quarta al quoziente F (n+1)
F (n+k)
.
Vediamo ora come ottenere la seconda regola di Chargaff mediante queste
equazioni. Prima, pero`, imponiamo la seconda ipotesi e cioe` che le frequen-
ze dei nucleotidi tendono al limite per n sufficientemente grande. Pertanto
x = lim
n→∞
xn
n
(3.10)
y = lim
n→∞
yn
n
(3.11)
z = lim
n→∞
zn
n
(3.12)
w = lim
n→∞
wn
n
(3.13)
Dall’equazione 3.3, si ottiene per ricorrenza
F (n+ k) = F (k)F (n+ 1) + F (k − 1)F (n).
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Dividendo per F (n+ k), si ha
1 = F (k)
F (n+ 1)
F (n+ k)
+ F (k − 1) F (n)
F (n+ k)
(3.14)
Passando al limite per n→∞
1 = F (k) lim
n→∞
F (n+ 1)
F (n+ k)
+ F (k − 1) lim
n→∞
F (n)
F (n+ k)
. (3.15)
Poniamo
λ1,k = limn→∞
F (n+1)
F (n+k)
e
λ2,k = limn→∞
F (n)
F (n+k)
.
allora l’equazione 3.15 puo` essere riscritta in questo modo:
1 = F (k)λ1,k + F (k − 1)λ2,k.
Pertanto
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x
y + z + w
= λ1,k, (3.16)
y
x+ z + w
= λ2,k, (3.17)
z
x+ y + w
= λ1,k, (3.18)
w
x+ y + z
= λ2,k. (3.19)
Poiche` x, y, z, w sono frequenze, allora
x+ y + z + w = 1. (3.20)
Le equazioni 3.16-3.19 possono essere riscritte:
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x
1− x = λ1,k, (3.21)
y
1− y = λ2,k, (3.22)
z
1− z = λ1,k, (3.23)
w
1− w = λ2,k. (3.24)
Quest’ultime implicano che
x = z, y = w (3.25)
Queste equazioni rappresentano la seconda regola di Chargaff.
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Inoltre, come immediata conseguenza di 3.25 e 3.20 si ha
x+ y =
1
2
.
Si hanno cos`ı tre equazioni in due variabili
x
1− x = λ1,k, (3.26)
y
1− y = λ2,k, (3.27)
x+ y =
1
2
, (3.28)
che possono essere riscritte come
x =
λ1,k
1+λ1,k
y =
λ2,k
1+λ2,k
x+ y = 1
2
.
LE SEQUENZE DI DNA
E LA SUCCESSIONE DI FIBONACCI 60
Questo e` un sistema lineare con vincolo x+ y = 1
2
.
Poiche` deve essere soddisfatta l’equazione (1.28), in quanto x e y sono fre-
quenze e per definizione vale l’equazione 3.20, allora si puo` provare a mi-
nimizzare la differenza tra x e
λ1,k
1+λ1,k
e tra y e
λ2,k
1+λ2,k
sotto la condizione
x+ y = 1
2
. Consideriamo la seguente funzione
fk : R2 −→ R,
dove
fk(x, y) =
(
x− λ1,k
1+λ1,k
)2
+
(
y − λ2,k
1+λ2,k
)2
.
Poiche` la funzione oggetto e` quadratica e lo Jacobiano
Jfk(x, y) =
(
2(x− λ1,k
1+λ1,k
) 2(y − λ2,k
1+λ2,k
)
)
ha rango massimo uguale a 1, la soluzione esiste ed e` unica.
Nella tabella seguente sono riportate le soluzioni per i primi 8 valori di k.
Si puo` vedere che, per k →∞ (x, y)→ (0.25, 0.25).
I valori della tabella in Fig. 2 sono in accordo con le frequenze osservate nei
cromosomi umani.
A tale proposito e` stato effettuato un semplice esperimento che consiste nel
calcolare le frequenze nucleotidiche in tutti e 24 cromosomi umani. I risul-
tati di questo esperimento sono riportati nella tabella in Fig. 3.
Nella figura 4, in rosso sono rappresentate le soluzioni per differenti valori
di k ed in verde i punti (PA, PC) per ognuno dei cromosomi umani.
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Figura 2: Soluzioni del problema di ottimizzazione per differenti valori di k.
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Figura 3: Frequenze nucleotidiche per tutti i cromosomi umani
I cerchi rossi hanno i loro centri nelle soluzioni del problema di ottimiz-
zazione e hanno lo stesso raggio pari a 0, 005.
Usando la seconda regola di Chargaff e supponendo che le frequenze delle
basi tendono a valori limite quando il numero di queste ultime e` suffi-
cientemente grande, e` possibile prevedere i valori cui tendono le frequenze
nucleotidiche con grande accuratezza.
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Figura 4: In verde i punti osservati (Pa, Pc) di ogni cromosoma umano , in
rosso le soluzioni del problema di ottimizzazione per differenti valori di k.
Capitolo 4
Sistema dinamico associato
alle inversioni/trasposizioni
Oggi e` possibile avere a disposizione una grande quantita` di dati sui genomi
grazie ad una serie di progetti che riguardano il sequenziamento del DNA,
cioe` la determinazione dell’ordine dei diversi nucleotidi (basi) che lo costi-
tuiscono. Determinare la sequenza dei nucleotidi e` utile per capire come
e perche` gli organismi vivono. Infatti, la sequenza di DNA contiene tutte
le informazioni genetiche ereditarie del nucleo, mitocondri e cloroplasti che
sono alla base dello sviluppo di tutti gli organismi viventi e in essa vengono
codificati i geni e quindi tutte le istruzioni per esprimerli. La sequenza ge-
nomica di per se` non ha senso; e` necessario infatti identificare i geni e cercare
di ottenere qualche informazione del processo responsabile della formazione
di una sequenza. La conoscenza del genoma ed il sequenziamento del DNA
sono molto utili in medicina perche` permettono di diagnosticare malattie
ereditarie e mettere a punto nuove cure. Uno degli aspetti piu` interessanti
emerso in seguito all’analisi delle sequenze genomiche e` che quasi la meta`
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dei genomi dei mammiferi e` formata da elementi che si ripetono.
Questi elementi, detti ripetizioni, si dispongono in due modi differenti: in
coppia (microsatelliti e telomeri) oppure sparsi ovunque (trasposoni). Una
tale quantita` di ripetizioni genera un ruolo importante negli organismi viven-
ti. Parte di questi elementi ripetuti, pero`, sembra non avere una qualche
funzione riconoscibile e che quindi faccia parte del cosiddetto ‘DNA spaz-
zatura’.
4.1 Un approccio dinamico del problema
Occupiamoci ora di formalizzare un sistema dinamico che descrive l’azione
ripetuta di trasposizioni/inversioni effettuate su un segmento, parte di un
intero genoma di DNA.
A tale proposito consideriamo un genoma di dimensione N ed un segmento
di dimensione L < N scelto a caso all’interno del genoma.
Per semplicita` ci riduciamo al caso in cui il genoma sia una sequenza finita
di 0 e 1 a = (ai)
N
i=1 appartenente allo spazio
EN = {0, 1}N =
{
a = (ai)
N
i=1, ai ∈ {0, 1}
}
,
con card(EN) = 2
N .
Fissato L e scelto j ∈ {1, ..., N − L+ 1}, indichiamo il segmento invertito
con la sequenza b = (bi)
N
i=1, ottenuta da a = (ai)
N
i=1 nel modo seguente.
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Sia
fj : EN −→ EN ,
a 7−→ b
dove fj((ai)
N
i=1) = (bi)
N
i=1
e bi =
1− a2j+L−(i+1) se j ≤ i ≤ j + L− 1ai se i < j ∨ j + L ≤ i ≤ N
4.1 Esempio. Per N = 10 e L = 3, scegliendo f3 avro` che la sequenza
0001110000 viene mappata in 0000110000.
4.2 Osservazione. Definiamo S(a) =
∑N
i=1 ai.
E’ possibile mostrare che
1. se L e` dispari e S(a) e` pari (dispari), allora S(fj(a)) e` dispari (pari);
2. Se L e` pari e S(a) e` pari (dispari), allora S(fj(a)) e` pari (dispari).
Come conseguenza si ha che
1. se L e` dispari non esistono j, x tale che x = fj(x);
2. se L pari e` facile mostrare che la sequenza x ∈ EN ,
con xi = 0, xi+1 = 1 ∀i = 1, ..., N − 1
e` tale per cui fj(x) = x ∀j.
Consideriamo un grafo con 2N vertici in cui ciascun vertice rappresenta una
sequenza in EN e due vertici sono collegati da una freccia se esiste una fj
che mappa le corrispondenti sequenze.
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4.3 Esempio. Il grafo associato a E3 con L = 1 e` il seguente
Figura 1: Grafo associato alle sequenze di E3.
Se poi associamo una probabilita` uniforme per ogni freccia che esce dal
vertice pari all’inverso del grado del vertice, possiamo pensare l’iterata suc-
cessiva di fj con j a caso come un cammino aleatorio su questo grafo.
Scegliamo arbitrariamente un ordine tra le sequenze in EN e indichiamo
con k la k-esima sequenza appartenente ad EN .
Consideriamo la seguente catena di Markov, per L dispari, sui vertici del
grafo della Figura 1:
pij =
 1N−L+1 per i, j = 1, ..., 2N .0 se i=j
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I numeri pij costituiscono una matrice quadrata P il cui ordine e` pari alla
cardinalita` di EN .
P si chiama la funzione (o matrice) di transizione e ha le seguenti proprieta`:
1. 0 ≤ pij ≤ 1 ∀i, j ∈ EN ;
2.
∑
j∈EN pij = 1.
E’ una matrice stocastica, cioe` una matrice tale che
Pij ≥ 0 ∀1 ≤ i, j ≤ N e
N∑
j=1
Pij = 1 ∀1 ≤ i ≤ N,
ossia la somma delle righe di P e` uno. E’ simmetrica per costruzione, dato
che le fj sono simmetriche mentre con pij indichiamo le probabilita` di tran-
sizione.
4.4 Esempio. La matrice di transizione e` la seguente:
P =

0 1
3
1
3
0 1
3
0 0 0
1
3
0 0 1
3
0 1
3
0 0
1
3
0 0 1
3
0 0 1
3
0
0 1
3
1
3
0 0 0 0 1
3
1
3
0 0 0 0 1
3
1
3
0
0 1
3
0 0 1
3
0 0 1
3
0 0 1
3
0 1
3
0 0 1
3
0 0 0 1
3
0 1
3
1
3
0

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Il vettore pi = {pij}j ∈ EN , pij ∈ [0, 1] e
∑EN
j=1 pij = 1 si dice invariante per
la catena di Markov descritta dalla matrice P se piP = pi.
Usando il fatto che P e` simmetrica e stocastica e` facile vedere che pii = cost.
Infatti
2N∑
j=1
pijPji = cost
2N∑
j=1
Pji = cost
2N∑
j=1
Pij = cost.
In termini dinamici questo significa che partendo da una situazione iniziale
aleatoria con distribuzione di probabilita` pi, dopo un passo la distribuzione
di probabilita` e` sempre pi.
4.5 Definizione. Una matrice di transizione P si dice irriducibile se ∀i, j
con 1 ≤ i, j ≤ N esiste un n ∈ N tale che (P n)ij > 0.
4.6 Definizione. Una matrice di transizione P si dice aperiodica se esiste
un n ∈ N tale che ∀i, j con 1 ≤ i, j ≤ N si ha che (P n)ij > 0.
4.7 Osservazione. Una matrice P tale che Pij > 0 e` detta positiva. Pertanto
P e` aperiodica se esiste un n ∈ N tale che P n e` positiva.
4.8 Definizione. Il grafo GP associato alla matrice di transizione P e` un
grafo i cui vertici sono v1, ..., vN , dove vi e vj sono connessi mediante una
freccia da vi a vj se e solo se Pij = 1.
4.9 Osservazione. Le matrici irriducibili e aperiodiche si possono riconosere
facilmente usando i grafi associati:
1. A e` irriducibile se e solo se per ogni due vertici vi e vj su GP , esiste un
cammino che collega vi e vj;
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2. A e` aperiodica se e solo se per ogni due vertici vi e vj su GP si puo`
scegliere un cammino che collega vi e vj della stessa lunghezza n.
Diamo ora l’enunciato del teorema di Perron-Frobenius per le matri-
ci irriducibili, importante per capire cosa succede quando una matrice e`
irriducibile o meno, aperiodica o periodica.
4.10 Teorema. (Perron-Frobenius) Supponiamo che P sia una matrice
n× n irriducibile non negativa. Allora esiste un autovalore r tale che:
1. r ∈ R, r > 0;
2. a r si possono associare autovettori destri e sinistri positivi;
3. r ≥ |λ| per ogni autovalore λ di P ;
4. gli autovettori associati a r sono unici a meno di una costante;
5. r e` una radice semplice dell’equazione caratteristica di P .
4.11 Teorema. Sia P una matrice periodica con periodo d > 1.
Allora esistono esattamente d autovalori distinti λi con |λi| = r, dove r
e` l’autovalore di Perron-Frobenius di P . Questi autovalori sono le radici
dell’equazione λd − rd = 0, cioe` r i2kpid , con k = 0, 1, ..., d− 1.
In generale per L = 1 e` possibile mostrare che la matrice e` irriducibile.
Infatti, date due sequenze a, b, sia
da,b = {sk ∈ {1, 2, ..., N} |ask 6= bsk}
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l’insieme degli indici sk in cui le sequenze differiscono.
E’ facile vedere che fs1fs2 ...fsN (a) = b e corrisponde ad un cammino ammis-
sibile che parte da a e arriva in b. Inoltre la matrice e` periodica di periodo 2.
Possiamo concludere dicendo che, nel caso L = 1, fissato N e per ogni
scelta di sequenza iniziale a ∈ EN , la probabilita` di visitare una qualsiasi
sequenza b in EN e`, asintoticamente nel numero di iterate, uguale per ogni
sequenza.
Vediamo cosa questo implichi per la ‘Seconda regola di Chargaff’ sui singoli
nucleotidi.
Sia SN(a) la variabile aleatoria che conta il numero di 1 nella sequenza a di
lunghezza N . La probabilita` uniforme asintotica pi sulle sequenze implica
che
P (SN = k) = B(N, k), k = 1, ..., N.
Questa distribuzione di probabilita` ha valor medio E(SN) =
N
2
e varianza
σ2(SN) =
N
4
.
Indichiamo poi con
CN(a) =
SN(a)
N
− 1
2
la funzione che dice quanto bene la sequenza a di lunghezza N soddisfi la
‘Seconda regola di Chargaff’.
CN(a) e` tanto piu` vicina a zero quanto meglio a soddisfa la ‘Seconda regola
di Chargaff’ sui singoli nucleotidi.
Si ha che la distribuzione di probabilita` per CN ha ora valor medio
E(CN) = 0 e speranza σ
2(CN) =
1
4N
.
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Quindi si giunge alla conclusione che, asintoticamente nel tempo, la ‘Secon-
da regola di Chargaff’ sui nucleotidi e` sempre meglio soddisfatta al crescere
della lunghezza N .
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